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Abstract
A result of F. Berteloot and G. Patrizio [F. Berteloot, G. Patrizio, A cartan theorem for proper holo-
morphic mappings of complete circular domains, Adv. Math. 153 (2000) 342–352] states that if f is a
proper holomorphic map between two bounded complete circular domains Ω1 and Ω2 in Cn+1 (n  1),
such that f−1{0} = {0} and such that the principal part fp of the Taylor expansions of f at the origine is
nondegenerated i.e. fp−1{0} = {0}, then f = fp .
Here, we give a partial extension of this result to the case where f is a nondegenerated proper holo-
morphic map between a quasi-circular domain Ω1 and a complete circular domain Ω2, which are pseudo-
convex but not necessarily bounded.
We show that if f and its principal part fp are nondegenerated at the origine, then fp−1(Ω2) = Ω1.
© 2009 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
Résumé
Un resultat de F. Berteloot et G. Patrizio [F. Berteloot, G. Patrizio, A cartan theorem for proper ho-
lomorphic mappings of complete circular domains, Adv. Math. 153 (2000) 342–352] dit que si f une
application holomorphe propre entre deux domaines disqués et bornés Ω1 et Ω2 de Cn+1 (n 1), telle que
f−1{0} = {0} et telle que la partie principale fp du développement de Taylor de f en 0 est non-dégénérée
i.e. f−1p {0} = {0}, alors on a : f = fp .
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336 M. Boutat / Bull. Sci. math. 133 (2009) 335–347Ici, nous donnons une extension partielle de ce resultat dans le cas où f est une application holomorphe
propre, non-dégénérée entre deux domaines Ω1 quasi-disqué et Ω2 disqué, qui sont pseudo-convexes mais
non forcément bornés.
Nous montrons que si f et sa partie principale fp sont non-dégénérées à l’origine, alors f−1p (Ω2) = Ω1.
© 2009 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
Keywords: Plurisubharmonic functions; Quasi-homogeneous proper holomorphic mappings; Quasi-circular and
complete circular domains; Pseudo-convex domains; Green function
Mots-clés : Fonctions plurisouharmoniques-application holomorphe propre ; Application quasi-homogène ; Domaines
disqués et quasi-disqués ; Domaine pseudo-convexe ; Fonction de Green
0. Introduction
Un resultat de F. Berteloot et G. Patrizio [1] est le suivant : soit f une application holomorphe
propre d’un domaine disqué Ω1 de Cn+1 (n  1) sur un autre domaine disqué Ω2 de Cn+1
(n  1). Si on suppose que Ω1 et Ω2 sont bornés et que f est non-dégénérée i.e f−1{0} = {0}
et de plus que la partie fp de plus petit degré du développement de Taylor de f en 0 est non-
dégénérée aussi i.e f−1p {0} = {0}, alors f = fp c’est à dire que f est homogène.
Pour savoir, on rappelle que le resultat de F. Berteloot et G. Patrizio est une généralisation
d’un resultat classique de H. Cartan [4]. Ainsi pour plus de complément, on peut consulter les
articles de S. Bell [5] et [6].
Notre motivation principale est la simplification de la preuve du resultat de F. Berteloot et
G. Patrizio puis la généralisation de ce resultat aux domaines quasi-disqués.
Dans ce papier nous proposons une certaine généralisation de ce resultat dans le cas Ω1 quasi-
disqué, Ω2 disqué et Ω1, Ω2 non-bornés.
La preuve repose essentielement sur les propriétés de fonctions plurisousharmoniques et de la
fonction de Green de M. Klimek [2]. Cette démonstration à l’avantage d’être moins technique.
Toutes les propriétés et les définitions utilisées dans cet exposé peuvent se trouver dans le livre
de M. Klimek “Plutipotential Theory” [2].
Nous donnerons à la fin de cet article un exemple de fonction holomorphe propre et non-
dégénérée d’un domaine Ω1 quasi-disqué dans Ω2 disqué. Nous présenterons aussi deux mé-
thodes différentes de construire d’autres exemples de manière générale.
Je remercie J.J. Loeb pour les nombreuses remarques et suggestions qu’il a faites pendant
l’élaboration de ce travail.
1. Préliminaires
Soient X ⊂ Cn un domaine (ouvert connexe) de Cn et d = (d1, . . . , dn) un n-uplé de nombres
naturels premiers entre eux.
Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn et t ∈ C. On pose tdx = (td1x1, . . . , tdnxn).
A la place d’une norme, on muni Cn d’une quasi-norme, notée ‖ ‖d et définie par : ‖x‖d =∑n
i=1 |xi |
1
di pour x ∈ Cn. Dans le cas d = (1, . . . ,1), c’est la norme ‖ ‖1.
On vérifie que : ‖tdx‖d = |t |‖x‖d pour t ∈ C et x ∈ Cn et que l’inégalité triangulaire est
satisfaite. En effet, pour x  0, y  0 et k un réel avec 0 k  1, on considère l’application f
définie sur [0, x] par f (t) = (t + y)k − tk − yk . La dérivée est négative sur [0, x]. Or f (0) = 0,
donc f (t)) 0 pour t ∈ [0, x]. En particulier pour t = x, on obtient (x + y)k  xk + yk .
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Définition 1. X est quasi-disqué de type d si :
∀x ∈ X, t ∈ C, |t | 1: tdx ∈ X.
Remarque. Si d = (1, . . . ,1), on dit que X est disqué.
Comme dans le cas disqué, on définit la notion de jauge de X.
Définition 2. Soit X ⊂ Cn un domaine quasi-disqué de type d . La jauge jX de X est définie par :
∀x ∈ Cn, jX(x) = inf
{
t > 0:
(
t−1
)d
x ∈ X}.
On a les propositions 1 et 2 suivantes :
Proposition 1.
(1) ∀x ∈ Cn, ∀t ∈ C, |t | 1: j(tdx) = |t |jX(x).
(2) X = {x ∈ Cn: jX(x) 1} et jX est semi-continue supérieurement, (notée scs).
(3) ∃C > 0 tel que : ∀x ∈ Cn, jX(x) C‖x‖d .
Preuve de (3). On note par Bd(O,1) la boule de centre O et de rayon 1. Pour x = 0,
( 1‖x‖d )
dx ∈ ∂Bd(O,1) et comme jX est scs, alors :
jX
((
1
‖x‖d
)d
x
)
 sup
x∈∂B
jX(x) = C.
Par la propriété 1, de la proposition 1, on a : jX(( 1‖x‖d )
dx) = 1‖x‖d jX(x) et par suite
jX(x) C‖x‖d . l’inégalité est aussi vraie pour x = 0.
Les prorpriétés 1 et 2 se déduisent de la définition. 
Proposition 2. On a les équivalences suivantes :
(1) X est pseudo-convexe.
(2) ln(jX) est psh (plurisousharmonique).
(3) ln(jX) est psh.
Preuve. C’est une adaptation de celle donné par Barth [3] dans le cas disqué. 
3. Fonction de Green de type d
On va introduire la fonction de Green de Klimek [2] pour un domaine X de Cn.
Définition 1. Soit une fonction u ∈ PSH(X). On dit que u admet un pôle logarithmique en 0 si :
u(x)− ln‖x‖d est bornée supérieurement dans un voisinage pointé de 0.
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Pour X un domaine quasi-disqué de Cn, on pose :
EX =
{
u ∈ PSH(X, [−∞,0[) telle que u admet un pôle logarithmique en 0}.
Définition 2. La fonction de Green de type d de X, notée GdX , est par définition :
GdX(x) = sup
u∈EX
u(x), ∀x ∈ X.
Théorème 1. Si X est un domaine quasi-disqué de Cn de type d alors :
(1) GdX  ln(jX).
(2) De plus si X est pseudo-convexe alors : GdX = ln(jX).
Preuve. Soit u une fonction de EX et x un élément de X. Montrons que : u(x) ln(jX(x)).
Comme u admet un pôle logarithmique en 0, on peut alors écrire :
u(x) ln‖x‖d +O(1) quand x → 0. la propriété 1) est satisfaite pour x = 0 car u(0) = −∞
pour toute fonction u de EX .
Pour x = 0, on distingue deux cas :
(a) cas jX(x) = 0.
Comme jX(tdx) = |t |jX(x) = 0 pour tout t ∈ C on a : ∀t ∈ C, ∀x ∈ X, tdx ∈ X.
Pour z ∈ C, posons v(z) = u(zdx). La fonction v est sousharmonique sur C et de plus
v(z) < 0, par conséquent v est bornée supérieurement. Par le théorèrme de Liouville v est
une fonction constante sur C. Or v(z) = u(zdx)  ln‖zdx‖d + O(1) quand z → 0, alors
v(0) = v(1) = u(x) = −∞. Donc la propriétée (1) est satisfaite.
(b) cas jX(x) = 0.
Posons D(O, 1
jX(x)
) = {z ∈ C: |z| < 1
jX(x)
} et considèrons la fonction v définie, pour tout z
élément de D(O, 1
jX(x)
), par :
v(z) = u(zdx)− ln(jX(zdx))
= u(zdx)− ln |z| − ln(jX(x))
Cette dernière égalité est vraie car : jX(zdx) = |z|jX(x).
Avant de continuer la preuve, faisons deux remarques fondamentales.
Remarques.
(1) Comme ln |z| est harmonique sur C∗ on a : v ∈ SH(D(O, 1
jX(x)
)− {0}).
(2) Comme pour z ∈ ∂D, on a |z|jX(x) = 1 et de plus u ∈ PSH(X, [−∞,0[) cela implique que
la régularisée supérieure v∗ de v est négative.
Rappelons deux propriétés, utiles dans la preuve, pour les fonctions plurisousharmoniques
(voir Klimek [2]).
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rieurement sur un domaine. L’enveloppe supérieure
v = sup
i∈I
ui
n’est pas nécessairement semi-continue supérieurement. Mais la régularisée supérieure v∗ définie
par : v∗(z) = lim supy∈D,y→z v(y) est semi-continue supérieurement. Elle est plurisousharmo-
nique (voir Klimek [2]).
Par définition :
lim sup
y∈D,y→z
v(y) = inf
ε>0
(
sup
‖y−z‖dε
{
v(y)
})
.
P2 : Si une fonction plurisousharmonique est définie dans un domaine pointé et si elle est
bornée supérieurement au voisinage de ce point, alors la fonction se prolonge d’une manière
unique en une fonction plurisousharmonique sur tout le domaine.
Pour appliquer le principe du maximum (voir Klimek [2]), à v sur D(O, 1
jX(x)
), il reste à
montrer que v est bornée supérieurement quand z tend vers 0.
On peut écrire :
v(z) = u(zdx)− ln |z| − ln(jX(x))
= u(zdx)− ln |z| − ln‖x‖d + ln‖x‖d − ln(jX(x))
= u(zdx)− ln∥∥zdx∥∥
d
+ ln‖x‖d − ln
(
jX(x)
)
car
∥∥zdx∥∥
d
= |z|‖x‖d
= u(zdx)− ln∥∥zdx∥∥
d
+ ln
( ‖x‖d
jX(x)
)
.
Or u admet un pôle logarithmique en 0, alors : u(zdx) − ln(jX(zdx))O(1) quand z → 0. De
plus jX(x) C‖x‖d , soit ‖x‖djX(x)  1C et par suite :
ln
( ‖x‖d
jX(x)
)
 ln
(
1
C
)
> −∞.
On en déduit alors que v est bornée supérieurement quand z tend vers 0. Par conséquent v se
prolonge de manière unique en une fonction sousharmonique, notée encore v, sur D(0, 1
jX(x)
).
Par le principe du maximum on a :
∀y ∈ D
(
0,
1
jX(x)
)
: v(y) < sup
z∈∂D
v∗(z).
Conclusion. ∀z ∈ D(0, 1
jX(x)
), v(z)  0. En particulier pour z = 1, on a : v(1)  0 soit
u(x) ln(jX(x)).
Ce qui termine la preuve de la première partie.
On suppose maintenant que X est pseudo-convexe. Montrons que ln(jX) est un élément
de EX .
D’après la proposition 1, ln(jX(x)) < 0 car jX(x) < 1 pour x ∈ X et de plus ln(jX) est psh,
d’après la proposition 2. Reste à montrer que ln(jX) admet un pôle logarithmique en 0.
L’inégalité jX(x) C‖x‖d implique que ln(jX(x))− ln‖x‖d  lnC. Ce qui est la conclusion
désirée. 
340 M. Boutat / Bull. Sci. math. 133 (2009) 335–347Théorème 2. GdX ∈ EX .
Preuve. Nous allons montrer que (GdX)
∗ ∈ EX . Rappelons que GdX  (GdX)∗ et que (GdX)∗ est
psh sur X (voir Klimek [2]).
Soit Bd(O, r) ⊂ X une boule de centre O et de rayon r > 0. On vérifie que la jauge de
Bd(O, r) est : jBd (x) = ‖x‖dr . La boule Bd(O, r) est pseudo-convexe, donc GdBd(O,r)(x) =
ln( ‖x‖d
r
), d’après le théorème 1. Comme Bd(O, r) ⊂ X alors la restriction à Bd(O, r) d’une
fonction de EX est un élément de EBd(O,r). Par conséquent, on a : ∀u ∈ EX , u  GdBd(O,r).
Cela implique que GdX GdBd(O,r) sur Bd(O, r), soit G
d
X  ln(
‖x‖d
r
). On en déduit alors que :
(GdX)
∗  ln( ‖x‖d
r
) sur Bd(O, r).
De cette inégalité, on déduit que (GdX)∗ a un pôle logarithmique en 0. Remarquons que toute
fonction psh admettant un pôle logarithmique en 0 , négative ou nulle sur X est un élément de EX .
Comme (GdX)∗  0 sur X alors (GdX)∗ < 0 sur X. Ce qui termine la preuve du théorème 2. 
4. Application quasi-homogène
Soient Ω1,Ω2 deux domaines de Cn tels que : Ω1 est quasi-disqué de type d = (d1, . . . , dn)
et Ω2 est disqué. k un entier naturel non-nul et f une application holomorphe propre de Ω1
dans Ω2. Dans la suite de l’esposé, on muni l’espace de départ Cn contenant Ω1 de la quasi-
norme ‖ ‖d et l’espace d’arrivé Cn contenant Ω2 de la norme ‖ ‖1.
Définition 3.
(1) On dit que f est non-dégénérée si f−1{0} = {0}.
(2) f est dite quasi-homogène de type d = (d1, . . . , dn) et de degré k si :
∀x ∈ Cn, ∀t ∈ C: f (tdx)= tkf (x).
Exemple. On prend Ω1 = Ω2 = C2 et f (x, y) = (x3, y2). On vérifie que f est quasi-homogène
de type (3,2) et de degré 6.
Proposition 3. Soient Ω1, Ω2 deux domaines de Cn tels que : Ω1 est quasi-disqué de type d et
contenant 0, Ω2 est disqué et f : Ω1 −→ Ω2 une application holomorphe non-dégénérée. Alors
au voisinage de 0, on peut écrire : f =∑kp fk où fk est une application quasi-homogène de
type d , de degré k et p ∈ N∗.
Preuve. ∀x ∈ Ω1 et t ∈ C, |t | 1, on pose : g(t) = f (tdx). g est une fonction holomorphe en t .
le développement de Taylor de g en 0 permet d’écrire :
g(t) = f (tdx)
=
+∞∑
k=p
tkfk(x).
Pour t appartenant au cercle unité S1 = {eiθ , θ ∈ [0,2π]}, on a :
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= f ((eiθ )dx)
=
+∞∑
k=p
eikθfk(x). (R)
La fonction h est 2π -périodique et continue. Alors la relation (R) est le développement en série
de Fourier de h et fk(x) sont les coéfficients de Fourier de la fonction h. Par conséquent :
fk(x) = 12πi
2π∫
0
e−ikθf
((
eiθ
)d
x
)
dθ. (R1)
Montrons que fk est quasi-homogène de type d et de degré k.
A l’aide du changement de variable t = eiθ , (R1) devient :
fk(x) = 12πi
2π∫
0
(
eiθ
)−k
f
((
eiθ
)d
x
)
dθ
= − 1
2π
∫
S1
t−(k+1)f
(
tdx
)
dt.
Pour λ ∈ C avec |λ| = 1, on a :
fk
(
λdx
)= − 1
2π
∫
S1
t−(k+1)f
(
(tλ)dx
)
dt.
A l’aide du changement de variable u = tλ, on peut écrire :
fk
(
λdx
)= − 1
2π
∫
S1
u−(k+1)λ(k+1)f
(
udx
)du
λ
= − 1
2π
∫
S1
λku−(k+1)f
(
udx
)
du
= −λk 1
2π
∫
S1
u−(k+1)f
(
udx
)
du,
fk
(
λdx
)= λkfk(x).
Par prolongement analytique fk(λdx) = λkfk(x) pour |λ|  1. Ce qui termine la preuve de la
proposition 3. 
Proposition 4. Soient Ω1, Ω2 deux domaines de Cn tels que : Ω1 est quasi-disqué de type d et
contenant 0, Ω2 est disqué et f : Ω1 −→ Ω2 une application holomorphe non-dégénérée. On
suppose qu’au voisinage de 0, on peut écrire f = ∑kp fk où fk est une application quasi-
homogène de type d , de degré k et p ∈ N∗.
Sous la condition fp est non-dégénérée, on a :
∃D1,D2 > 0 tels que: D1‖x‖pd 
∥∥f (x)∥∥1 D2‖x‖pd
dans un voisinage de 0.
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Etape 1 : Montrons que la propriété est satisfaite pour fp :
fp est non-dégénérée, alors :
∃M,N > 0: M  ∥∥fp(x)∥∥1 N pour ‖x‖d = 1.
Pour x = 0, on a :
∥∥∥∥fp
((
1
‖x‖d
)d
x
)∥∥∥∥
1
=
∥∥∥∥ 1‖x‖dp fp(x)
∥∥∥∥
1
= 1‖x‖dp
∥∥fp(x)∥∥1.
Soit
M‖x‖pd 
∥∥fp(x)∥∥1 N‖x‖pd , ∀x ∈ Ω1.
Etape 2 : Montrons que :
lim
x→0,x =0
‖f (x)− fp(x)‖1
‖fp(x)‖1 = 0.
Pour k  p + 1, on a :
fk(x) = 12πi
2π∫
0
e−ikθf
((
eiθ
)d
x
)
dθ
alors :
∥∥fk(x)∥∥1  12π
2π∫
0
∥∥e−ikθf ((eiθ )dx)∥∥1 dθ
 1
2π
2π∫
0
∥∥f ((eiθ )dx)∥∥1 dθ.
Soit, pour x = 0 :
∥∥∥∥fk
((
1
‖x‖d
)d
x
)∥∥∥∥
1
 1
2π
2π∫
0
∥∥∥∥f
((
eiθ
‖x‖d
)d
x
)∥∥∥∥
1
dθ
Comme f est continue, alors :∥∥∥∥fk
((
1
‖x‖d
)d
x
)∥∥∥∥
1
 C pour tous x = 0.
Par conséquent, pour k  p + 1 et x = 0, on a :
Ap,k = ‖fk(x)‖1‖fp(x)‖1 
‖fk(x)‖1
M‖x‖dp
 1 ‖x‖d
k
p
∥∥∥∥ 1 k fk(x)
∥∥∥∥M ‖x‖d ‖x‖d 1
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M
‖x‖d (k−p)
∥∥∥∥fk
(
1
‖x‖d
)d
x
∥∥∥∥
1
 C
M
‖x‖dk−p.
Posons SN =∑Nk=p+1 fk . Pour x = 0 et ‖x‖d petit, on a :
‖SN(x)‖1
‖fp(x)‖1 
N∑
k=p+1
Ap,k
 C
M
N∑
k=p+1
‖x‖d (k−p)
 C
M
‖x‖
(1 − ‖x‖(N−p+1)d
1 − ‖x‖d
)
.
Or limN→0(
1−‖x‖(N−p+1)d
1−‖x‖d ) = CM
‖x‖d
1−‖x‖d . On en déduit alors que :
lim
x→0,x =0
‖f (x)− fp(x)‖1
‖fp(x)‖1 = 0.
Ce qui termine l’étape 2.
Etape 3 : reste à montrer que la propriété est satisfaite pour f .
Par la définition de la limite, on a :
∀ε, ∃δ > 0: ‖x‖d < δ ⇒
∥∥f (x)− fp(x)∥∥1  ε
∥∥fp(x)∥∥1.
On appliquant l’inégalité triangulaire, on peut écrire :∥∥f (x)∥∥1 
∥∥f (x)− fp(x)∥∥1 +
∥∥fp(x)∥∥1.
Ce qui nous donne que : ‖f (x)‖1  (ε + 1)‖fp(x)‖1. De même∥∥f (x)∥∥1 
∥∥fp(x)∥∥1 −
∥∥f (x)− fp(x)∥∥1

∥∥fp(x)∥∥1 − ε
∥∥fp(x)∥∥1
 (1 − ε)∥∥fp(x)∥∥1.
Finalement, on a :
(1 − ε)∥∥fp(x)∥∥1 
∥∥f (x)∥∥1  (ε + 1)
∥∥fp(x)∥∥1.
Soit
M(1 − ε)‖x‖pd 
∥∥f (x)∥∥1 M(1 + ε)‖x‖pd .
Pour conclure, il suffit de poser D1 = M(1 − ε) et D2 = M(1 + ε).
Ce qui termine la preuve de la proposition 4. 
On a vu que la proposition 3 permet de développer f , au voisinage de 0, sous la forme :
f =∑kp fk où fk est une application quasi-homogène de type d et de degré k. On a alors le
resultat suivant :
344 M. Boutat / Bull. Sci. math. 133 (2009) 335–347Théorème 3. Soient Ω1,Ω2 deux domaines de Cn tels que : Ω1 est quasi-disqué de type d , Ω2
est disqué et f : Ω1 −→ Ω2 une application holomorphe propre et non-dégénérée. au voisinage
de 0. fp l’application quasi-homogène, de plus petit indice, obtenue dans le développement de f .
Sous la condition fp est non-dégénérée, on a :
GΩ2 ◦ f = pGdΩ1 .
Preuve. D’après la proposition 4, dans un voisinage de 0 :
∃D1,D2 > 0 tels que: D1‖x‖pd 
∥∥f (x)∥∥1 D2‖x‖pd .
Montrons que : 1
p
(GΩ2 ◦ f )GdΩ1 . Il suffit de montrer que 1p (GΩ2 ◦ f ) ∈ EΩ1 .
On sait que 1
p
GΩ2 ◦ f est psh et négative sur Ω1.
L’inégalité (I2): ‖f (x)‖1 D2‖x‖pd de la proposition 4, nous donne que :
1
p
ln
∥∥f (x)∥∥1  lnD2p + ln‖x‖d, soit − ln‖x‖d −
1
p
ln
∥∥f (x)∥∥1 + lnD2p .
Par conséquent :
1
p
(GΩ2 ◦ f )(x)− ln‖x‖d 
1
p
(GΩ2 ◦ f )(x)−
1
p
ln
∥∥f (x)∥∥1 + lnD2p
 1
p
(
GΩ2
(
f (x)
)− ln∥∥f (x)∥∥1)+ lnD2p .
En utilisant l’inégalité (I2) et le fait que GdΩ2 a pôle logarithmique en y = f (0) = 0, on en déduit
que 1
p
(GΩ2 ◦ f ) a un pôle logarithmique en 0. On conclut alors que :
1
p
(GΩ2 ◦ f )GdΩ1 .
Montrons que : pGdΩ1 GΩ2 ◦ f .
On va appliquer une autre propriété P3 des fonctions plurisousharmoniques (voir Klimek [2]),
qui dit que :
P3 : Soit f : U → V une application holomorphe propre entre deux domaines de même
dimension. Si φ est une fonction psh sur U , alors la fonction v définie sur V par : v(y) =
maxx:f (x)=y φ(x) est psh sur V .
Pour y ∈ Ω2, on pose : v(y) = pmaxx:f (x)=y GdΩ1(x). La fonction v est une fonction négative
et psh sur Ω2. Montrons que v a un pôle logarithmique en f (0) = 0.
Pour y ∈ Ω2, on peut écrire :
v(y)− ln‖y‖1 = p max
x:f (x)=y
GΩ1(x)− ln‖y‖1
= p
(
max
x: f (x)=y
GΩ1(x)−
ln‖y‖1
p
)
.
Or l’inégalité (I1): D1‖x‖pd  ‖f (x)‖1 de la proposition 4, nous donne que :
− ln‖f (x)‖1
p
− ln‖x‖d − lnD1p . Par conséquent :
v(y)− ln‖y‖1 = p
(
max
x:f (x)=y
GΩ1(x)−
ln‖y‖1
p
)
 p
(
max GdΩ1(x)− ln‖x‖d
)
− lnD1.
x:f (x)=y
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pôle logarithmique en 0. Par conséquent v GdΩ1 .
Or pour tout x ∈ Ω1, on a : pGdΩ1(x) v(f (x))GΩ2(f (x)), soit pGdΩ1 GΩ2 ◦f . Ce qui
termine la preuve du théorème 3. 
On sait que d’après la proposition 3, on peut écrire au voisinage de 0 : f =∑kp fk où fk
est une application quasi-homogène de type d et de degré k. On a le resultat principal suivant :
Théorème 4. Soient Ω1, Ω2 deux domaines de Cn tels que : Ω1 est quasi-disqué de type d , Ω2
disqué et f : Ω1 −→ Ω2 une application holomorphe propre et non-dégénérée. fp l’application
quasi-homogène , de plus petit indice, obtenue dans le développement de f .
Sous les conditions (1) et (2) suivantes :
(1) Ω1 ou Ω2 est pseudo-convexe.
(2) fp est non-dégénérée.
On a :
f−1p (Ω2) = Ω1.
Preuve. f est propre, donc si Ω2 est pseudo-convexe alors Ω1 est pseudo-convexe aussi.
D’après le théorème 3, on a : GΩ2 ◦ f = pGdΩ1 soit jΩ2 ◦ f = j
p
Ω1
. Pour x ∈ Ω1 et 0 < |t | 1,
on peut écrire :
jΩ2
(
f
(
tdx
))= (jΩ1(tdx))p
= |t |p(jΩ1(x))p.
Soit pour 0 < |t | 1 :
jΩ2
(
f (tdx)
tp
)
= (jΩ1(x))p.
La fonction h définie par : h(t) = f (tdx)
tp
, pour 0 < |t |  1 et h(0) = fp(x) est une fonction
holomorphe sur disque unité.
Pour 0 < |t | 1, posons :
v(t) = jΩ2
[
1
tp
f (tdx)
]
.
Montrons que v est bornée supérieurement au voisinage de 0.
En utilisant les propriétés de la jauge, on peut écrire :
v(t) = 1|t |p jΩ2
[
f
(
tdx
)]
 C ‖f (t
dx)‖1
|t |p ,
d’après la proposition 1. En utilisant la proposition 4, on a :∥∥f (tdx)∥∥1 D2(
∥∥tdx∥∥
d
)p
D2
(|t |‖x‖d)p
D2|t |p‖x‖p.d
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v(t) CD2‖x‖pd .
En résumé v est une fonction sousharmonique et bornée supérieurement au voisinage de 0. Donc
v se prolonge d’une manière unique en une fonction sousharmonique sur le disque unité. Comme
v est une fonction sousharmonique et constante pour t = 0, alors v est une fonction constante sur
le disque unité. On conclut alors que :
jΩ2 ◦ fp = jpΩ1 .
De cette égalité, on déduit directement l’égalité : f−1p (Ω2) = Ω1. Ce qui termine la preuve du
théorème 4. 
5. Exemples d’applications holomorphes propres d’un domaine quasi-disqué dans un
domaine disqué
(1) Posons Ω1 = {(x1, x2) ∈ C2: |x1|2 + |x2|6 < 1}, Ω2 = {(x1, x2) ∈ C2: |x1|2 + |x1|2 < 1}
et f : Ω1 −→ Ω1 définie par f (x1, x2) = ( x1+x23√2 ,
x1−x23√
2
).
Ω1 est un domaine quasi-disqué de type (3,1) et Ω2 est un domaine disqué. L’application f
est une application holomorphe propre et non-dégénérée. La propreté de f se déduit de l’égalité
suivante :∣∣∣∣x1 + x2
3
√
2
∣∣∣∣
2
+
∣∣∣∣x1 − x2
3
√
2
∣∣∣∣
2
= |x1|2 + |x2|6.
Nous alons construire à partir de cet exemple d’autres exemples en composant f avec un
automorphisme de Ω1 qui laisse fixe l’origine et en utilisant un théorème de G. Dini et
A. Selvaggi [7] sur les auto-applications holomorphes propres d’une pseudo-ellipsoïde. Le ré-
sultat affirme que toute auto-application holomorphe propre d’une pseudo-ellipsoïde est un
automorphisme. On rappelle qu’une pseudo-ellipsoïde
∑
(α) de Cn est définie par :
∑
(α) =
{x ∈ Cn: |x1|2α1 + · · · + |xn|2αn < 1} pour tout α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn.
(2) Soient Ω un domaine disqué de Cn et P : Cn −→ Cn une application polynomiale quasi-
homogène. Pour des raisons de simplicité, on va se limiter au cas n = 2. Soient a, b sont deux
entiers naturels premiers entre eux et k ∈ N∗. On suppose alors que P est quasi-homogène de
type (a, b) et de degré k, c’est à dire : P(tax, tby) = tkP (x, y) pour tous (x, y) ∈ Cn et t ∈ C.
On a les resultts suivants :
(2.1) P−1(Ω) est un domaine quasi-disqué de type (a, b).
(2.2) Sous la condition P est non-dégénérée, on a : P : P−1(Ω) −→ Ω est une application
holomorphe propre.
Preuve de (2.1). Soit (x, y) ∈ P−1(Ω), alors P(x, y) ∈ Ω . Pour t ∈ C, |t |  1, on a :
P(tax, tby) = tkP (x, y). Comme P(x, y) ∈ Ω , on en déduit que tkP (x, y) ∈ Ω car Ω est dis-
qué. Par conséquent P(tax, tby) ∈ P−1(Ω), ce qui prouve que P−1(Ω) est quasi-disqué de type
(a, b). 
Preuve de (2.2). On va supposer que P est non-dégénérée, soit P−1(0) = 0. Montrons d’abord
le lemme suivant :
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Preuve. On considère la restriction de P au compact Sa,b = {(x, y) ∈ C2: |x|2b + |y|2a = 1}.
P est continue sur Sa,b , non-dégénérée et Sa,b est compact, alors il existe un réel m > 0 tel
que : ∀(x, y) ∈ Sa,b: ‖P(x, y)‖m.
Pour (x, y) = (0,0), on vérifie que ( x
(|x|2b+|y|2a) as2
,
y
(|x|2b+|y|2a) bs2
) ∈ Sa,b , où s = ab. Comme
P est quasi-homogène, alors on a :∥∥∥∥P
(
x
(|x|2b + |y|2a) as2
,
y
|x|2n + |y|2m bs2
)∥∥∥∥=
∥∥∥∥ 1
(|x|2b + |y|2a) ks2
P(x, y)
∥∥∥∥.
Par conséquent :
∥∥P(x, y)∥∥m(|x|2b + |y|2a) ks2 = m(|x|2n + |y|2m) k2ab . (∗)
De l’inégalité (∗), on en déduit que P est propre. En effet Si ‖(x, y)‖ tend vers +∞, alors au
moins |x| ou |y| tend vers +∞. Ce qui montre que ‖P(x, y)‖ tend vers +∞, d’après l’inéga-
lité (∗). Ce qui prouve la propreté de P .
Pour finir, on considère la restriction de P à P−1(Ω), soit : P : P−1(Ω) −→ Ω .
Alors cette restriction est aussi propre car : pour un compact K contenu dans Ω et d’après le
lemme précédent, P−1(K) est un compact de Cn. De plus P−1(K) est contenu dans P−1(Ω),
donc P−1(K) est un compact. Ce qui nous donne l’exemple chérché. 
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